1 - LIMITES €ET CONTINULTE - COURS

1. Notion de limite :

Dans ce paragraphe, f désigne une fonction et Cf sa courbe représentative.

a — Limites a linfini :

Ow suppose, dans ce paragraphe, due f est définie sur w intervalle v ; + oo (b € R).

© On diva que f est définie au volsinage de + oo,

Définition et notation : Limite finie et asymptotes horizontales.
Soit L uv nowmbre réel.

Tutuitivement, on dira due la fonction £ tend vers L lorsque x tend vers + o, si
f(x) est aussi proche de L gue l'on veut, pourvi que x soit suffisamment araud.
Onwote: lim  f(x) =L.

X—>+00

Ow dira alors gue la droite d'équation : y = L, est asymptote (horizowtale) o Cf en + o

Définition et notation : Limite wfivie.

o Tutuitivemeut, on dira que la fouction £ tend vers +oo lorsque x +end vers + oo,
si f(x) est aussi grand due l'on veut, pourva due x soit suffisamment grand.

Onwote: lim  f(x) =+ oo,
X—>+00

|
o Tutuitivemeut, on dira que la fouction £ tend vers — oo lorsque x tend vers + oo,
st f(x) est aussi petit due ['on veut, pourvu gque x soit suffisamment grand.

Onwote: lim  f(x) = - oo,
X—>+00

© On étendlra, sans difficulté, ces Enoncés au cas od F est définie sur un intervalle J—oo, bf et ou X +end vers — oo,
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b — Limite iufivie en un poivt :

Soit a wn nombre réel.
Ow suppose que f est définie sur um intervalle Ja, b[ (b e R, avec : a < b) oun Ja, + o[,
© On dliva gue £ es+ définie au voisinage de 4,

Définition et notation : Limites infinies et asymptotes verticales.
e Tutvitivement, on dira due la fonction £ tend vers +oo lorsaque x tevd vers a par valeurs supérieures, si f(x) est aussi grand que
[on veut, pourvu due x soit suffisamment proche de a.

Onnote: lim f(x)=+wonn lim £(x) =+ oo
X = a x—at
X>a

o Tutuitivemeut, on dira due la fonction f tend vers — oo lorsaue x tend vers a par valeurs supérieures, si £(x) est aussi petit gque
[on veut, pourvit gue X soit suffisamment proche de a.
Onwote: lim f(x)=—owon lim N f(x) = - oo,

X—>a X—>a
Xx>a

aT =a

o Dans 'un ou 'antre cas, on dira que la droite d'équation : x = a, est asymptote (verticale) 4 Cf.
© On étendra, sans difficulte, ces Enoncés au cas od F est définie sur un intervalle b, al (b € B avec : b < a) ou J— o, af.

On dira alors que la fonction  est définie au voisinage de a .
On Etudiera alors les limites de £ lorsque x tend vers a par valears inférienres.

¢ — Limites des fonctions de référevce aunx borves de lenrs ensembles de définition :

Fownction carré :

e lm x%Z=+om. e lm x2=+o
X—>—00 X—>+®©

Fonction cube :

e lim x3=-o0 e lm x2=+0
X —>—00 X—>+0o0

Fowction racive carrée :
e lim \/; =+ o0,

X—>+00

Fouction ivverse :

e m oo o lim 1 =-p
X—>—wo X X—>+o0w X

o lim ) -—co o lm 2 -too
x—>0 X x—=0t X

Fouction expoveutielle :

o lim exp(x)=0. o lim exp(x) =+,
X—>—00 X—>+0o0

Fouction logarithwme :

o lim In(x)=0. o lim Iu(x)=+oo
x—>0" X—>+00
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2.. Opérations sur les limites :

f et g désiguent deux fonctions ; Let L’ deux vombres réels.

a - Limites d’une somme :

lim(f) L L L + 00 — + 00
lim(g) L + o0 — + o0 — o — o
im(f + 9) L+L' + 0 — + ® —® I
b - Limites d'un produit :
lim(f) L L>0 | L<0o | L>0 | L<D | +w + o0 - 0
lim(g) L + 0 + 0 —® —® + 00 — 0 —® o0
lim(f x 9) LxL' + 00 —© — + 00 + 0 —© + 00 TI
¢ - Limites d'um guotient .
lim(f) L L +o | 40 | —o | —o |L>0|L<O|L>0|L<D]| 0
HW\(@) L"#0 0 L'sp|L<0o|L>0|L <D ot ot 0 0 0 0
lim(f +9) L=1L' 0) + 0 — 0 —® + + 00 — 0 —® + 0 FIL FI

& Labréviation F I (pour Forme Indéterminée) ne signifie pas que la fonction n'a pas de limite. Elle traduit sealement notre
impossibili+e momentanée 4 apporter une réponse 4 la question posée. La forme sous laquelle la fonction se présente, ne permet
pas encore de déterminer sa limite, doa son nom | Wlais la recherehe de la limite ne peut pas sarvéter la | Il faudra alors chercher
a transtormer l'expression de la fonction pour pouvoir « lever lindétermination » et ainsi déterminer sa limite éventuelle.

© Une fonction peut cependant ne pas admettre de limite en un point.

Propriété : Composition de fonctiouns.
Silim f(x)=bet lim g(x)=c, alors: lim ¢(fx)) =c.
x—b Xx—>a

X—>a

a, b et ¢ penvent étre finis on infinis,

5 A -

Théorewe .
Soit f une fonction définie sur l'intervalle T.
Iutuitivement, on dira que £ est continue sur I, si on peut tracer la représentation graphique f saus lever le cravow.

Cy

- o] ,

f est continue sur T f n'est pas continne sur T
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Théoréwme : Continuité des fouctions usuelles.
Les fonctions puissances, inverse, racive carrée, exponentielle et logarithme sont continues sur leurs evsembles de défivition.

Théoréwme : Continuité et opératiovs.
La somime, le produit, le quotient et la composée de fonctions continnes sont continnes sur tout intervalle ot ils sont définies.

4. Théoréme des valeurs intermédiaires :

Théoréwme des valeurs intermédiaires :

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [, b].
Pour tout réel k compris entre f(a) et £(b), équation : £(x) = k, admet an moins une solution dans l'intervalle [a, ],

fib)e

Cas particulier ;
Si f est continve sur [a, b] et si f(a) et f(b) sont de sigues contraires, alors 'équation : f(x) = 0, admet an moins mie solution

dows l'intervalle [a, 1].

Théoréwme : Cas des fouctions strictement movotone.
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur [a, b].
Pour tout k compris entre f(a) et £(), Uéquation : £(x) =k, adwmet une unigue solution dawns lutervalle [a, ).

f(,,,§ ......

Cas particulier :
Si f est continue et strictement monotone sur [a, b] ; et si f(a) et £(b) sont de sigues contraires, alors la fonction £ s’anvule une

fois et une seule sur [a, b].
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1 - LIMITES €T CONTINUITE - EXERCLCES

Tewmps indicatif a consacrer aux exercices : 4 a Gh.

Exercice 1 .
1. On downe ci-dessous la représentation araphique de la fonction f.

A \
73X
\"‘-5
\& x

a. Préciser 'ensewmble de définition de f.
b. Conjecturer les limites de £ anx bornes de son ensewmble de définition.

¢. Tracer les asymptotes éventuelles et préciser leurs équatious.

2. Ow dowvie ci-dessous la représentation graphidue de la fonction g
) .

y 1
! \

A N

a. Préciser son ensemble de définition.
b. Twdiquer les limites de g anx borves de son ensemble de défivition.

¢. Tracer les asymptotes éventuelles et préciser leurs équatious.

b. c.
X 0 1 +oo

A
x |1 + o0 X |=o 1 +o
4 3 e
e 00|, 7 N\ Wi

Exercice 2. :
Dans chacum des exemples suivauts, préciser 'ensemble de définition de la fonction et les édquations d'asymptotes éventuelles.

Exercice 3 :
Ow dowvie ci-dessous la représentation graphidue de la fonction f.

Préciser son ensemble de défiition et ses limites aunx bornes de son ensemble de définition.
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Exercice 4 .

2
3-x
a. Déterminer l'ensemble de définition de f.

b. Calenler : lim  f(x) et lim  f(x).

X =3 X =3
x>3 x<3

1. On considére la fonction £ définie par 1 £(x) =

¢. Calenler + lim £(x).
X—>+0

d. Interpréter graphiduement les résultats obtenus.
2. Ov considere la fonction g défivie par : g(x) S R
xr—x-2
a. Détermiver 'ensemble de définition de .

b. Calewler : lim g(x) et lm  g(x).
Y — X o —
X>-1 x<—1

¢. Caleuler = im — g(x).
X—>+0

d. Interpréter graphiduement les résultats obtenus.

Exercice 5 :
1. Etudier les limites de £ en a.
2 _
a0 = 2K Loy . b= Y2 44
X =1 x—4
2. Les fouctions suivantes sont définies sur 10 ; +oof. Etudier leur limite en +oo,
2. F(x) = cos<%) b, () = s‘m(g)
Exercice @ .

C est la courbe représentative de la fouction £ défivie sur l'intervalle (D ; 3[.

(0]

1. Iudiduer les points de discontinuité éventuels de f.
2. a. Préciser £(2.).
b. Préciser les limites de f en 2.

Exercice 7 .

Soit f la fonction définie sur R par f(x) =x+ 2 six <=3 et f(x) = —x+ b six 2 -3,
Existe-t-il une valeur de b pour laguelle la fouction f est continue en =3 7
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Exercice & .
C est la courbe représentative dans un repére d'ume fonction £ définie sur lintervalle [ -1 ; 2.1.

1. Préciser £(—) et £(2.).
2. Soit w un réel compris entre £(—) et £(2).
Discuter suivant les valeurs de m, le vombre de solutions de ['équation f(x) = w.

Exercice 9 :

f est une fonction défivie et continue sur (=3 ; 4[ downt le tablean de variation est downé ci-dessous.

X ‘ 3 0 2 4 ‘
5 + 0
¢ / \ /
1 )
Pévombrer les solutions des éduations suivantes :

a f(x) =1 b f(x) =-3 ¢.f(x) =0
d f(x) =6 e. f(x) =-5 £.f(x) =5

Exercice 10 : Que faut-il déwmontrer 7
£ est une fonction continue sur R dont le tablean de variation est downé ci-dessouns.

X‘—oo -2 ) +oo‘
-1 + 00
f / \ /
—_o© -2

Voicl deux gquestions relatives a cette fonction :

1 : Pémontrer que l'équation f(x) = 0 admet une unigue solution dans [0 ; + oof.

Q2 : Démontrer due 'équation £(x) = D admet une unigue solition a dans R et que a 2 D.
1. Répondre précisément a la question Q1.

2. Pourduiol cette réponse est-elle insuffisante pour répondre a la question Q2.

3. Répondre précisément a la question Q2.
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