CHAPTITRE 3 - EXP & LN — EXERCICES — CORRECTION

Exercice 1 :
1.0 =exp(x) =0 —1=exp(x) -1.
f'(x) >0 < exp(x) —1>0 < exp(x) >1 < exp(x) > exp(D) < x> 0.

On en déduit gue la fouction f est : décroissante sur J—oo, 0] et croissante sur [0, +oof.

2.

f'(x) - ) +

f \ /
0
2. f(0) =exp(0) =1-0=1-1=0.

La fouction £ admet dove un minivmum en 0 et £(0) = 0 ; done pour +tout x réel : £(x) > £(0), dove : £(x) > 0.

4. a. Pour tout x>0 f(x) >0 ; donc : exp(x) =1 —x>0; dodt: exp(x) >x +1.

Or: lim x+1=+0;donc par comparaison :  lim  exp(x) = +o,
X—>+00 X —>+00

4.b.Onpose:X=—xx=-XAlrs: lim X=+oo,
X—>—00

Ow en déduit dque :

im exp(x)= lim exp(-X)= L =0,car: lim exp(X) = +oo,
X——00 X— 400 Xx—>+w  exp(X) X —> 400

Exercice 2. :

exp(x) -2
X)) = .
1. f(x) P (X) 1

Pour tout x réel, exp(x) > 0, donc : exp(x) +1 > 0.
La fonction £ est done définie surR.
) lim exp() =0 :donc: lm f) = —=

X—>—00 X—>—0

=-2.

O La fonction £ est définie sous une forme od la limite en +oo est indéterminée.

Pour déterminer cette limite, il fant done changer la forme sous laguelle le fonction s écrit.
j 2
1 - =
exp(x) exp(x)

p)-2 exp(x)[1— ]

op(x)+1 1) g
@xp(xj(1 + GXP(XJ + o~

Or: lim exp(x)=+00;dovc: lim = z O;donn: lim f(x)= 1 =1.
X —> 400 X—>+00 GXP(X) X —>+00 CXP(X) X—>+00 1

(*) Pour tout x e R, om a : f(x) =
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2. f(x) = PEp —ool)

f(x) est défii i et senlement si 11 —exp(x) 2 0 < exp(x) #1 < exp(x) # exp(D) < x # D.

La fonction f est done défivie sur R* = J—o0, O[ L 10, +ool.

) lim exp()=0:donc: lm £ = & =1,

X —>—00 X—>—00 1

() lim  exp(x) =+0;donc: lim 1 —exp(x)=—o0;don: lim £(x)= A
X —>+00 X —>+00 X —>+00 1

(*) lim 1 —exp(x) =0 ; dovc pour déterminer la limite de £ en 0, il faut étudier le signe de (1 — exp(x)) an Voisinage de 0.

X—>0

1—exp(x) >0 =12 exp(x) < exp(D) > exp(x) & 0L x.

X —o0 0

+00

1 —exp(x) +

Ow ev déduit que :

o lim 1—exp(x)=0",car1—exp(x) >0six<0;etdonc: lim A = 400,
Xx—0 x—0 Inx

e lim 1—exp(x)=0",car1—exp(x) <Dsix>0;etdonc: lim A = —o0,
X—>0 x—0 X

Exercice 3 .

A, La fouction exp est définie sur R, dowe 'équation est définie surR.

exp(x) = 4 < (exp(x)) = m(4) < x=n(4).

L'équation adwmet done une uvigue solution : x = n(4).

b. L'équation est définie sur R.

+n
exp(2x-1)=22x-1=h(2) & 2x=1+W(2) &x= 1762)
l
L'éguation admet done une unigue solution : x = HTM(ZJ .

¢. L'édquation est définie sur R,
exp(—x) =5 < —x=w(5) & x=-(5).
L'équation admet done une unigue solution : x = —n(5).

d. L'équation est définie sur R.

exp(—x+1) = —1: Cette équation v'a pas de solution car la fonction exp est strictement positive.

e. La fonction n est définie sur 10, +oof, dove ['équation est définie <i et senlement <i .

X+1>0 x> <X e ], +of.

Pour tout x> -1 1 m(x+1) =0 < exp(n(x +1)) =exp(0) @ x+1=1<x=0> 1.

L'équation admet done une unigue solution : x = D.

f. L'équation est définie si et seulement si:1—x>0 <1 >x < x e ]-0,1[.

Pour toutx>1: (1 —x) =1<1-x=exp(1) @1=ec+x<x=1-e<1,care> 0.

L'équation admet donc une unidue solution : x =1 — e,
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9. L'éaquation est définie si et seulement si: 2 -2 x>0 252 x & % > X< X e ]—o, %[.

Pour tout X < % M(2-2x)=M4c2-2%x=42=3x+4S-2=2XSX=—

W [N

2
< —.
B)
> . . . 2
L'équation admet donc une umidue solution : 3

. L'équation est définie si et senlement sii4x>Detx—2>0 < x>0etx >3 S x> 3 & x el3, +of.
Pour toutx >3 (4 x)=hx-3) o 4x=x-3>3x=-3 Sx=-1<3,
L'équation w' admet donc pas de solution.

Exercice 4 :

a=l(®)=m(2?)=2m2
laz[w(%):—lvn4:—lv1(22):—21v12

c=m6) -2 M(2) =m(2%) -3 M(2) =4 W(2) -3 M(2) = 2
d=m(22 ) =m(2) + (2 ) =n(2) + % m(2) = 2 2

Exercice 5 :

L'équation est définie si et seulement si
X+F>0etx+1>0&x>-Fetx>—1 x>
Pour tout x > -1
mMx+7)=2Mmkx+1) <hx+7)=Mh((x+1)2)
Sx+7F=(x+1)*
SX+F=x2+2x+1
SXP+x-6=0
S x =2 oux ==3 (On utilise le caleal du discriminant poar déterminer les racines)
& X =2, car =3 <.
L'équation admet don une unidque solution : 1.

Exercice G :

1oa. m x(1-MhKx):

X—>+©0

im x=+4oet lim m(x)=40;dovc: lIm 1-mx)=—oet lim x {1 -Mh(x))=—o.

e Ko x>+ X—>+00
o n(x

1. b, lim L :
X—0 X
>

- : m(x

lim n(x) =—c0; donc: lim ) = —c0,

X—=>0 x—0 X

> >
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2.0 £(x) = % — (x),
(*) £ est définie sur 10, +oof.

*) lim i, +oo et lim m(x) =—oo;donc: lim —n(x) =+ et lim a_ (x) = +oo,
x>0 X x—0 x—0 x—=0 X

*) lim 1. Det lim In(x) =+0;donc: lim —m(x)=-wet lim 1. n(x) = —o0.
x—>+ow X X—>+00 X—>+00 Xx—>0

A

2.b f(x) =
15%

f(x) est défii si et senlement siix>0Det(x) 20 < x>0etx=z1<x e 10,1 U N, +oof.

() lim (x) = —o0 s douc : lim —— =p.

x—0 x—0 lux
> >
* . . 1
) lm Wm(x) =40 dove: lm  — =0.
X —>+00 x—+oo X

*) lm n(x) =0 ; done pour déterminer la limite de [i en 1, il faut étudier le sigme de n(x) an voisinage de 1.

x—1 nx
m(x) >0 < exp(n(x)) = exp(D) < x >1.
X 0 1 +00
n(x) | - 0 +

Ow ev déduit que :
o lim M(X)=0",carn(x) <Dsix<1;etdonc: lim A —o0,

x—1 x—1 X
e lim M(x)=0%carm(x)>Dsix>1;etdonc: lim — =+oo,

x—1 x—1 Ix

Exercice T .

a f(x) = Inx

" .

o % avee  u() = () et v = x, et done : u'(x) = % et v(x) = 1.

/l
) 1 7><X_(IV]X)><1
A\ A X 1—Inx
Powc:f'= ——— ;don i f'(x) = = .
on 7z o (x) Z Z
b, f(x) = (mx)=
f=u? avec: u(x) =m(x).
1 _ 2nx

Dowc:qc'=2(A{A';d'00\:f'(x)=2[w(x)><X "
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Exercice D .

o f est définie sur : 10, +oof.
o f est dérivable sur son ensemble de défivition et pour tout x > 0 :
f'lx)=0-2x1- a =—2 - a <D, car x>0, et done 1 >O,&{'o&1:—1 <D.
X X X X
La fouction f est done strictement décroissante sur 10, +oof.
o im 2-2x=2¢et lim Mx=-o0odonc: lm —l(x)=+0et lim f(x) =+,
X—>0 X—=>0 x—=>0 Xx—>0

o [Im 3-2x=—0et lm Mmx=+0m,donc: lm —Mhx)=-0et lim f(x)=—oo
X —>+00 X—>+00 X—>+00 X—>+00

e O ew déduit le tableaun de variation :

£10) || -

Exercice 9 .

1. a. L'inéduation est définie sur 10, +oof.
Pour tout x> 0 : n(x) >3 < exp(n(x)) > exp(3), car la fouction exp est croissante
Sx>e>exe [e? +of, car e s D,

1. b. L'inégquation est défivie sur R.
Pour tout x réel : exp(x + 3) < 2 < n(exp(x + 3)) < m(2), car la fouction v est strictement croissante
Sx+3<m(2) ox<c(2) -2 < xe]-wo n(2) - 3.

1. ¢. L'inéguation est défivie sur 10, +oof, car: 2. x> 0 < x> D.
Pour tout x>0 1 m(2x) —1<0 < Wm(2x%) <1
< exp(n(2 x)) < exp(1), car la fonction exp est strictement croissante

<:>2x£c‘<:>xsic>><e]0, E].
2 2

2.4.3">10¢ < W(2") =m0 < n(3)>mA0%)

M(10%)
n> ,car m(3) >0
m(3)
¢
S n>13, car [W[mo ) ~12,5%
n
2.b.0F"<10°% < W(0,7") <m(10~*) v h(0,7) <m(0o~%)
—4
> M, car (D, 7) <0
w(0,7)
m(10™*)
S 0> 206, car W ~ 2552
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