1 - LIMITES €T CONTINUITE — BXERCICES - CORRECTION

Exercice 1 :

1. a. La fonction £ est défivie sur R\ {53 = ]—o0, 5[ U 15, +oo.
1.b. m fx)=5; lim fx)=—o; lim fx)=+0; lim Fx) =5.
X—5 X—5

X—>—© X—>+®©
>

1. ¢. La courbe représentative de f, admet denx asymptotes
(*) Une asymptote horizontale d'équation 1y =5 ;
(*) Une asymptote verticale d'équation : x = 5.

2. a. La fonction g est définie sur R\ (=4, 43 = J—oo, —4[ U ]-4, 4[ U 14, +oo[,
2.b. lim g(x)=4; lm gx)=+0; lm gi)=-0; lm gx)=—0; lim gx)=+0; lim g(x) =4
x—=>—-4 x—=>—-4 X—>4 X—>4 X—>+00

X—>—00
< > < >

2. C. La courbe représentative de f, admet trois asymptotes :
(*) Une asymptote horizontale d'équation iy = 4 ;
(*) DPeux asymptotes verticales d'équations 1 x = —4 et x = 4.
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Exercice 2. :

a. La fonction f est définie sur [, +oof.

Sa courbe représentative admet : (*) En +00 une asymptote horizontale d'édquation ;v = 4.

b. La fonction £ est définie sur R = J—oo, +oo[.,

Sa courbe représentative admet : (*) En —oo une asymptote horizontale d'égquation : y = —2.,
(*) En +00 une asymptote horizontale d'équation : y =1.

¢. La fonction £ est défivie sur 10, +oof,

Sa courbe représentative admet : (*) Une asymptote verticale d'équation : x = 0.

Exercice 3 :

La fonction f est définie sur B* = R\ §03 = J—o0, O[ U 10, +oo[.

im f(x)=—oo; lim f(x)=4+0; lim f(x)=-wo; lim £(x)=+o,
X—>—0 X—>0 X—>0 X—>+0o0



Exercice 4 .

1. A La fonction £ est défivie en x si et seulement si: 2 —x # D < x = 2.
f est donc défivie sur : R\ {33 = ]—0, 3[ U 13, +ool.
1. b. Etudiovs le signe de : 3 —x.

Ovna: lim 2x=¢6.
X—>3

De plus, d'apres le tableau de sigwe ci-dessus, on a
*) lim 2—=—x=0%dovc: lim f(x)=+o0.

X—> 3 Xx—>3
x<3 X<3
*) lm 2-x=0",dovc: lim f(x)=-o
X—3 x—3
X>3 x>3
1. ¢. Pour tout x> 3, om a : f(x) = 2x 2x - 2 ‘
3—x (% j 3
Xl ——=1 1
X X
Ona: lim é:D;&lowc: lim f(sziz—z.
X—>+0 X X —>+00 -1

1. d. La conrbe représentative de la fouction £ admet done pour asymptotes les droites d'équations x = 3, ety = -2, en +o,

2. a. La fonction g est définie en x, si et seulement si:x? —x -2 = 0.
Le discriminant de ce trindime est éaale a2 (—1)2 -4 x1x (-2) =1+ =4 > D.
Le trindime admet done 2 racines réelles distinetes % =2 et 1=3 =,
La fonction g est done défivie sur R\ {1, 23 = J—o0, [ U 1, 2[ U ]2, +oo[,
2. b. Etudions le sigue de 1 x> —x — 2.
X ‘ —00 | 2 +00 ‘
X*—x—2 ‘ + 0 - 0 + ‘

Ona: lim x—1=-2.
X ——1

De plus, d'apres le tableau de sigwe ci-dessus, on a

*) m xZ—x—2=0"%dovc: lim g(x)=—c0.
x = —1 X = —1
x<-1 x<-1

*) lim xZ=x-2=0"dovc: lim g(x) =+,
X > — X > —1
x>-1 x<-1

X_
2. ¢. Pour tout x> 2, ona: g(x) = > = -
X

X
liva 1=Oc+ liva %zo‘Owadowc: livn ’\—1=1@+ lim 1—1—%=1.
Xx—>+0w X X—>+0 X X—>+00 X X—>+00 X X
P . 1 2 .
Ov en déduit gque : lm  x (1 - — - —2) =+00; et enfinque 1 lim  g(x) = 0.
X —>+00 X X X —>+00

2. 4. La courbe représentative de la fonction g admet dove pour asymptotes les droites d'équations x = 1, ety = 0, en +oo.



Exercice 5 :

1o flx) = M
x—1
© Le numérateur et le dénominatear s anulent pour x = 1. Four lever lindétermination, on cherche 4 factoriser le numératear.
Déterminons les racines du trindme : 2 x> — x — 1,
Son déterminant est égal a: (<1)2—4x 2x (1) =1+d=a>0.
1+3 1-2

=1 et =—

Ce trindime admet dovic 2 racines réelles distinctes : p %

Onadonc:2x>—x—-1=2 (x—1) (x—(—%)):z(x—’\) (x + %):(x—’l) (2 x+1).

2— —_ —
On adone : f(x) = 2 X1 _ (-D@x+1)

2 x+1.
x=1 x—=1
On en déduit gque : lim f(x) = lm 2x+1=3,
x—>1 x—=1
L) = Y2
x—4

© Le numératear et le dénominatear s anmulent pour x = 4.
Pour lever lindétermination, on peut factoriser le dénominatear ou utiliser la quantite conjuguée dan numératear.
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x—=4  KZ_p2  (+2)Wx-2) J+2
.00 - Si-2 _ G-2)x+2) X—4 1

=4 (x=4)Ex+2)  -4)Wx+2)  xr2o

L . o 1, 11
On on déduit que : x“—l/>m4 Flx) = x“—l/>m4 Ve+2 - xh—V>M4 2+2 - x“—vpﬂf 4

2.0 () = oos(%).
im 20 done: fm o 00 = cos(0) =1,
X—>+0w X X—>+00

2. b f(x) = sm(%)

liva % =0;donc: lim f(x)=<wm(0)=0.

X—>+00 X—>+00

Exercice G :

1. La fonction f est discontinue en 1 et en 2, car en ces deux points, on doit lever le craqon pour tracer la courbe de f.

2.a.f(2) =4
2.b. lm fx)=2et lim f(x)=4
X = 2 X = 2
X<2 X>2
Exercice 7 :

m  fx)= lm x+2=—et lm FfX)= Ilm —x+b=2+bh
X = =3 X = =3 X = =3 X = =3
x<=3 X<-3 x>-3 x>-3

La fonction £ est done contivne en =3 si et senlement si: 1 =2 +bh o b=- -3 = -4



Exercice & .

1. La fonction f est continue sur son ensemble de définition, car on peut tracer sa courbe représentative sans lever le cragon.

2.a.f(1)=2etf(2) =
2.b. (f)=xox=2
() f(x) =2 & x=—.

2, a. L'équation : £(x) =1, admet 2 soltions.

2. b, Seit wm e [, 2].

e Sim e [, O, 'équation : £(x) = m, admet une solution.
o Sim =D, l'égquation : £(x) = m, admet deux solutions.

e Sim € 10,1, l'"équation : £(x) = m, admet trois solutions.
o Sim =1, ['équation : £(x) = m, admet deunx solutions.

e Sim e 1M, 21, 'équation : £(x) = wm, admet une solutiow.

Exercice 9 ¢

a. L'équation : £(x) =1, admet trois solutions.
b. L'édquation : f(x) = =3, admet une solutiow.
¢. L'équation : £(x) = 0, adwet deux solutions.
a. L'équation : £(x) = G, admet une solution.

e. L'équation : f(x) = =5, admet zéro solution.,
f. L'éduation : £(x) = 5, admet deux solutions.

Exercice 10 : Que faut-il déwmontrer ?

1. La fouction f est contivue et strictement croissante sur [0, +oof.

Ova:fl0)=-2et lm £(x) =40 Or:D e [-3, +oo, done 'édunation : £(x) = D, admet une uvidue solution dans [0, +oo[.
X—>+0o0

2. Cette réponse ne permet pas de conclure que la fonction £ s'anvule une seule fois sur R, car elle ne dit rien du comportement de la
fouction f sur l'intervalle : J—oo, O[.

2. La fonction f admet uv maximum égal a —, sur l'mtervalle : 1—c0, 0]. Dowe f ne s'awnule pas sur cet intervalle.
Ov en déduit gue 'égquation : £(x) = 0, admet une unigque solution sur R et cette solution a € [0, +oof,



