5 - PROBABILITES CONDLITIONNELLES €T VARTABLES ALEATOTIRES - COURS

Exercice 1
1) Probabilités conditionnelles.
Remargue 1 :

Lorsdue les différentes issues d'une expérience aléatoire out la méme probabilité de se réaliser, comme dans 'exercice 1, on dit qu'il
 a équiprobabilité. Lorsau’il y a équiprobabilité on calcule la probabilité de A sachant due B est réalisé de la fagon suivante :

Card(ANB)
CCard(ANB)  Card(Q)  P(ANB) . i :
Pe(A) = Card(B) = Cord(B) = ) , ol card(A) désigne le vombre d'éléments de 'ensemble A.
Card(Q)
Défivition 1 :
Solent A et B, 2 événements tels dque P(B) # O.
Ov appelle probabilité de « A sachant B » et on note Pa(A) le vombre : Pa(A) = ?(ﬁ(—;)w .

Ps(A) désigne la probabilité que I'évévement A se réalise sachant que B est réalisé.

Exercice 2.
Rewmardue 2 .
SIPA) 20 et P(B) =0, 0ma:Ps(A) = PANP) et Pa(B) = A
P(B) P(A)
Tl y a dowc deux formules permettant de calculer P(A N B)
Arbre 1. P(A N B) = P(A) x PalB). Arbre 21 P(B N A) = P(B) x Ps(A).
B ANnB) A ®BNA)
A < B <
< B (ANB) A (BAA)
B (A NB) A (B NA)
nd €<
\ B

B (ANB) A (B N A)
Formule des probabilités totales :
Soit A un événement. Alors pour tout événement B ov a .

PB)=PANB)+P(A NB)
Sideplus A= T et A= Q (& A = D), alors pour tout événement B on a :
P(B) = P(A) x PA(B) + P(A ) x 5 (B)
Défivition 2. .
A et B indépendants < P(A N B) = P(A) x P(B).
Exercice 3
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2.) Variables aléatoires
Exercice 4

Définition 3 :
Ow considére une expérience aléatoire, on note Q I'univers dqui lui est associé.
Définir une variable aléatoire X sur Q c'est défivir une relation dui a tout élément o de Q associe un unidue nombre réel noté X().

Définition 4 :

Soit P la probabilité définie sur 'univers Q.

L'ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire X, noté X(Q), est appelé uvivers image de X.
Déterminer la loi de probabilité de X c’est calculer pour tout x € X(Q) : P(X = x).

Exercice 5
Défivition 5 .
Soit X une variable aléatoire. On note : X(Q) = {X4, X2, w, Xu}, et pour fout i € ¢, .., n} 1 pi=PX=x).
Owv appelle espéravce mathématique de la variable X et on vote EB(X) le nombre .
n
B0 = PrXitPoXot ot Puku= D PiX;.
i=1
Remardue 2 .
L'espérance d'une variable aléatoire est sa "movyenne théorigque”.
Exercice G
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5 - CONDITIONNEMENT / INDEPENDANCE [ VARTABLES ALEATOTRES : EXERCICES

Tewmps indicatif a consacrer aux exercices : 330 a 5h.

Exercice 1 :
Dans une classe de 30 éléves sont formés un club photo et un club thédtre. Le club photo est composé de 10 wmembres, le club
théatre de & membres. Tl y a deux éléves qui sont membres des deux clubs a la fois.
Ow interroge un éléve de la classe pris au hasard.
Ov note A l'événement « l'éléve fait partie du club photo » et B ['événement « 'éléve fait partie du club théatre ».
1. a. Calewler la probabilité dque I'éleve choisi fasse partie du club photo ; fasse partie du club théatre.

b. Calculer la probabilité que 'éléve choisi fasse partie du club photo et du club théatre.

¢. Sachant dque l'éleve pris aun hasard fait partie du club théatre, calenler la probabilité qu'il fasse partie du club photo.
2. Lors d'une séance du clulr photo, les 10 membres sont tous présents. Un prewier éléve est +iré au sort. Il doit prevndre la photo
d'vn antre wmewmbre du club gqui sera lui aussi tiré an sort.
Ov vote . (*) T, l'événement « Le premier éléve appartient au club théatre » ;

(*) T, I'événement « L'éléve pris en photo appartient au club théatres».

Calewnler la probabilité dque 'éléve pris en photo appartient an club thédtre sachant due le prewmier éléve appartient au club
théatre.

Exercice 2 .

Une urne A contient une boule ronge et trois boules vertes,

Une urve B contient denx boules rouges et deunx boules noires. Les boules sont indiscervables an toucher.

Ow dispose d'un dé o G faces, parfaitement équilibré, numérotées de 1 a @. On le lance une fois ; si on obtient un multiple de 3, on
fire an hasard une boule de 'urne A, sinon o tire an hasard une boule de 'urne B.

1. Wodéliser |a situation a l'aide d'un arbre.

2. Caleuler a probabilité d'obtenir une boule woire.

2. Quelle est la probabilité que la boule tirée proviene de lurne B sachant quelle est rouge 7

Exercice 3 .

Ow considére trois urnes Uy, U, et Us .

L'arne U4 contient deunx boules noires et trois boules rouges ; I'nrve U, contient une boule noire et duatre boules rouges ; 'urve Us
contient trois boules voires et quatre boules rouges.

Une expérience consiste a Hirer an hasard uve boule de U4 et une boule de U , a les mettre dans U s, puis 4 tirer aun hasard une
boule de U 3.

Pour | prevant les valeurs 1, 2 et 3, on désigne par N (respectivement Ri) I'événement « on tire une boule voire de l'urve U »
(respectivement « on tire uve boule rouge de 'arme U »).

1. Reproduire et compléter l'arbre de probabilités suivant .

N5
L Ny
/,/ - R‘
N, &
/’ ' ~ = N.‘
%/’1 % Ry << X
/ o
7
<
N\ -
R N
N\ ~ L Ry
QS
Ry <_
Q’\.\ - Ny
5 TRy
~ g,
2. a. Caleuler la probabilité des événements Ny N Ny NN et Ny N R, NNy

b. Bn déduire la probabilité de I'événement Ny N N5 .
¢. Calewler de fagon analogue la probabilité de 'événement RN N
3, Déduire de la duestion précédente a probabilité de 'événement N 5 .
4. Les évéuements N4 et N5 sout-ils indépendants 2
5. Sachawt due la boule tirée dans U est voire, quelle est la probabilité que la boule tirée de U4 soit ronge ?
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Exercice 4 .
Une urve contient 4 boules : o denx boules blenes numérotées | et 2 ;
e deux boules rouges wumérotées 1 et 2.

Ow tire successivement et sans remise deux boules de l'urne.
1. A l'aide d'uw arbre, déterminer 'uvivers Q associé o cette expérience aléatoire. Préciser Card ().
2. O viote X le plus gravd des deux vombres tirés.

a. Quelles sont les valeurs possibles pour X 7

b. Calculer la probabilité d'obtenir chacue de ces valeurs.

Exercice 5 .

Une urne contient cing jetons namérotés de 1 a 5. On tire simultanément deux jetons.

1. Eerire lunivers Q associé a cette épreunve.

Ow considere la variable aléatoire S qui a chadue éventualité associe la somme des deux nombres oltenus.
2. Détermiver la loi de probabilité associée a S.

Exercice @ .

Ow place an hWasard u jeton sur une des cases du damier ci-contre.

Ow désigne respectivement par L et C les variables aléatoires 1 2 3
indiquant respectivement les vuméros de la ligne et 1

de la colonne ont se situe le jeton. 2 hd
Ow définit a variable aléatoire W\ = Wax (L ; C). 3

1. Détermiver les lois de probabilité des variables aléatoires L et W,
2. Caleuler leurs espéravces.
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